


[bookmark: _GoBack]16 ТР № 112. Основанием пирамиды является правильный треугольник со стороной 6. Каждая боковая грань образует с плоскостью основания угол  Найдите радиус сферы, вписанной в данную пирамиду.

Ответ: .
Решение:

Случай 1. Пирамида правильная. 

 [image: Чертеж 16 случай1]


Пусть апофема пирамиды,  ее высота. 







;              .              


      
Случай 2. Пирамида неправильная (вершина проектируется в центр вневписанной окружности).
[image: C:\Users\ПК\Downloads\Чертеж 16 случай 2.jpg]



Найдем радиус вневписанной окружности:  

Для вычисления высоты пирамиды найдем тангенс угла 




     

Тогда 



Найдем апофему пирамиды РН (высоту ВРС).    
Докажем, что высоты треугольников АРВ и АРС, проведенные к АВ и АС соответственно,  будут  равны РН.


Пусть точки  и Е – точки касания продолжений сторон АС, АВ треугольника АВС и вневписанной окружности соответственно. Тогда , являющиеся высотами треугольников АРВ, АРС, ВРС, будут равны как наклонные, имеющие равные проекции – радиусы одной и той же вневписанной окружности. Отсюда вывод: треугольники АРВ, АРС, ВРС – равновелики. 

Итак, .  


Теперь легко найти и искомый радиус вписанной сферы.

.






16 ТР № 113. Основанием прямой призмы  является равнобедренный треугольник  АВС, в котором    Высота призмы равна 10. Точка М – середина ребра 

А) Постройте прямую, по которой пересекаются плоскости  и АВС.

Б) Вычислите угол между плоскостями  и АВС.

Ответ: Б) 
Решение:

[image: 113 зад 16 чертеж]
А) Построим последовательно:

1. Прямую .


2. Прямую СА,  точка пересечения и СА.


3. Прямую искомая прямая.


Прямая общая прямая плоскостей  и АВС по способу построения.

Б) Поместим заданную призму в декартову систему координат как показано на рисунке. 


Пусть в треугольнике АВС  середина АВ. Тогда:  




Укажем координаты нужных точек: , , , 

Ясно, что уравнение плоскости АВС : 

Найдем  уравнение плоскости . 






.   ;  ; .





Уравнение плоскости имеет вид:  или .   Если  искомый угол, то: 






16 ТР № 114. В правильной треугольной призме  сторона основания равна 6, а боковое ребро равно 5. На ребре  взята точка К так, что  а на ребре  взята точка М так, что 

А) Определите, в каком отношении плоскость ВКМ делит ребро  призмы.
Б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью ВКМ.


Ответ: . Б) 
Решение:

[image: C:\Users\ПК\Desktop\К 114\Чертеж к 17.jpg]
А) Воспользуемся координатно-векторным методом исследования.
Поместим призму в декартову систему координат как показано на рисунке.

Найдем координаты нужных точек:  Будем искать уравнение плоскости ВКМ.










.     ;    ;     Итак, уравнение плоскости имеет вид:  или   . 


Пусть – точка пересечения  плоскости ВКМ и прямой . Найдем ее координаты.



Прямую будет задавать система    (Шарыгин И.Ф., Геометрия 10-11, Дрофа, 2013, с. 176).        




То есть    . Подставив полученные значения х и  в уравнение плоскости ВКМ, будем иметь: 





     .


Итак,   .


         



Б) Сечением будет служить четырехугольник диагоналями которого будут векторы , .


;  





Пусть  – угол между векторами  и . 


Тогда 



.








16 ТР № 115. Ребро куба  равно 12. Точка Р – середина ребра СВ, точка К лежит на ребре  так, что  Плоскость, проходящая через точки Р, К и   пересекает ребро  в точке М.

а) Докажите, что 

б) Найдите угол между плоскостями  и АВС.

Ответ: б) 
Решение:
Воспользуемся координатным методом исследования.
[image: Ларин 115 чертеж к 16 (2)]




Поместим заданный куб в декартову систему координат как показано на рисунке. В таком случае имеем точки:   


Будем искать уравнение плоскости . Примем  Тогда:









      . Далее:   ;        . 


Итак, уравнение плоскости  









а) Найдем аппликату точки М. Ее абсцисса и ордината имеют значения 12 и 12 соответственно.          . Отсюда: ; .  что и требовалось доказать.


б)  Плоскость АВС имеет уравнение:  Если искомый угол, то:


 






16 ТР № 116. В прямоугольном параллелепипеде   Точка К – середина ребра  точка Р – середина ребра  Найдите: 

А) площадь сечения параллелепипеда плоскостью, проходящей через точки К и Р параллельно прямой 
Б) объем большей части параллелепипеда, отсекаемой от него этой плосокстью.
Ответ: А) 40; Б) 336.
Решение: 
[image: Рисунок к 16]
А) Построение:
1) 


М – середина .  2)  Отрезки МР, МК.  3)  середина .   

4)  Отрезки 

Четырехугольник  искомое сечение. Докажем это. 














Ясно, что через три точки , не лежащие на одной прямой, проходит единственная плоскость. Отрезки МК и – линии пересечения параллельных граней    и   параллелепипеда секущей плоскостью обязаны быть параллельными. В прямоугольных треугольниках  и  , – по условию и способу построения точек М и Отсюда: . Из параллельности  МК и , а также из их равенства следует, что  параллелограмм (по известному признаку параллелограмма). А это значит, что точка  лежит в плоскости 











Теперь докажем, что . Соединим точки  и отрезком, построим середину этого отрезка и обозначим  В   средняя линия по условию и способу построения точки  Следовательно, . Так как то  по признаку параллельности прямой и плоскости. 









Докажем, что прямоугольник. Для этого поместим параллелепипед в декартову систему координат, направив ось у – по  ось х – по , ось z – по  Будем иметь:   ,   .   






 Таким образом,  Нетрудно получить, что , . 

Б) Рассмотрим прямую треугольную призму . 


Ее объем       


.    Искомый же объем 





16 ТР № 118. В правильной шестиугольной призме   


а) Докажите, что прямые  и перпендикулярны.


б) Найдите расстояние между прямыми  и .

Ответ: б) 
Решение:

Поместим заданную призму в декартову систему координат как показано на рисунке.
[image: 16]







Будем иметь в виду, что правильный шестиугольник, что лежит в основании призмы, отрезками , , которые пересекаются в точке О, разбивается на 6 правильных  треугольников, высоты которых равны  (использована   известная формула ; в нашем случае 
В соответствии со сказанным укажем координаты нужных точек: 




 






а) Найдем: , . . Итак, . А это значит, что прямые  и ВЕ перпендикулярны.














б) Найдем координаты вектора , перпендикулярного как к вектору , так и к вектору  . Пусть его координаты будут равны . Поскольку скалярное произведение двух перпендикулярных векторов равно нулю,        .  Итак,  Заменим этот вектор ему коллинеарным, поделив полученные координаты на .   










Составим уравнение плоскости, перпендикулярной вектору  и проходящей через точку любую точку  прямой.  Искомое уравнение будет иметь вид:  где соответствующие координаты вектора   координаты любой точки прямой  Пусть такой точкой будет А.  Тогда:           





Расстояние  между скрещивающимися прямыми   и  найдем как расстояние между любой точкой прямой  до найденной плоскости. В качестве такой точки выберем 




16 ТР № 119. Дана правильная четырехугольная пирамида  с вершиной в точке Р. Через точку С и середину ребра АВ перпендикулярно к основанию пирамиды проведена плоскость 


А) Докажите, что плоскость  делит ребро ВР в отношении считая от точки В.

Б) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью , если известно, что РА = 10, 
АС =  16.

Ответ: Б) 
Решение: [image: ]

А) Пусть М – середина ребра АВ, О – центр основания пирамиды.  
Построим последовательно: 



1. Отрезки  , пусть  их общая точка. 

2. 


3. Отрезки  

Докажем, что 


;   – по признаку перпендикулярности двух плоскостей.





В  Значит,  точка пересечения медиан . Следовательно, 



 В , тогда по теореме о пропорциональных отрезках по обобщенной теореме Фалеса) :  что и  требовалось доказать.




Также заметим: в ~



Б) В  где  

Из сказанного в п. А) также следует:  


;          . 



В  где  










16 ТР № 120. В правильной треугольной пирамиде  основание М – точка пересечения медиан грани РВС.
А) Докажите, что прямая АМ делит высоту РО пирамиды в отношении 3 : 1, считая от точки Р.
Б) Найдите объем многогранника с вершинами в точках А, В, М, Р, ели известно, что АВ = 12, РС = 10.

Ответ: Б) .
Решение:
[image: D:\Новая эра\ЕГЭ-2015\Тренировочные варианты\Решения\ТР № 120\Рисунки\Рис1 Ларин 120 зад 16.JPG][image: C:\Users\ПК\Downloads\Рис 2 Ларин 120 зад 16 (1).JPG]






 А) Пусть прямая РМ пересекает ВС в точке   проекция точки М на   точка пересечения РО и АМ,  середина АВ.

Поместим в декартову систему координат как показано на рис. 2.






И пусть  . Тогда    


Выпишем координаты точек А и М:   







Уравнение прямой АМ имеет вид:  , т.е.           .  




Абсцисса точки К заведомо известна, она равна нулю. Найдем ее ординату. . Следовательно,   .  , что и требовалось доказать.








Б) Плоскость  делит заданную пирамиду на две равновеликие пирамиды (рис.1). Т.е.                      




 также является пирамидой с основанием  и высотой МЕ. 



   .    
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