
548800) à) Îáîçíà÷èì 1
cos x = t, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä t2 − 3t + 2 = 0, îòêóäà t = 1 èëè t = 2, òî

åñòü cosx = 1 èëè cosx = 1
2 . Â ïåðâîì ñëó÷àå x = 2πk, k ∈ Z, âî âòîðîì ñëó÷àå x = ±π3 + 2πk, k ∈ Z á)

Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè îòáåðåì êîðíè. Íà ïðîìåæóòêå [−3π;− 3π
2 ] ëåæàò −2π,− 5π

3 ,−
7π
3

Îòâåò à) x = 2πk, x = ±π3 + 2πk, k ∈ Z á) −2π,− 5π
3 ,−

7π
3

548807) à) Îáîçíà÷èì 1
cos x = t, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä t2 + 3t + 2 = 0, îòêóäà t = −1 èëè t = −2, òî åñòü

cosx = −1 èëè cosx = − 1
2 . Â ïåðâîì ñëó÷àå x = π + 2πk, k ∈ Z, âî âòîðîì ñëó÷àå x = ± 2π

3 + 2πk, k ∈ Z á)
Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè îòáåðåì êîðíè. Íà ïðîìåæóòêå [− 7π

2 ;−2π] ëåæàò −3π,− 10π
3 ,− 8π

3
Îòâåò à) x = π + 2πk, x = ± 2π

3 + 2πk, k ∈ Z á) −3π,− 10π
3 ,− 8π

3

548851 à) à) Îáîçíà÷èì 1
sin x = t, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä t2 + 3t − 2 = 0, îòêóäà t = −3±

√
17

2 . Ïðè t =
−3+

√
17

2 ∈ (0; 1) èìååì sinx = 1
t > 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðè t = −3−

√
17

2 èìååì sinx = 1
t = −2

3+
√
17
, îòêóäà

x = arcsin −2
3+
√
17

+ 2πk èëè x = π − arcsin −2
3+
√
17

+ 2πk, k ∈ Z
á) çàìåòèì, ÷òî α = arcsin −2

3+
√
17
∈ (−π2 ; 0), ïîýòîìó íà îòðåçêå [

3π
2 ; 3π] ëåæèò 2π+α èç ïåðâîãî íàáîðà. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû π − α < 3π
2 è 3π − α > 3π, ïîýòîìó èç âòîðîãî íàáîðà íå ïîäõîäèò íè îäíî ÷èñëî.

Îòâåò à) x = arcsin −2
3+
√
17

+ 2πk, x = π − arcsin −2
3+
√
17

+ 2πk, k ∈ Z á) x = 2π + arcsin −2
3+
√
17

549113) à) Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå x2 − 2x = 3, ðàâíîñèëüíîì èñõîäíîìó. Åãî êîðíÿìè áóäóò x = −1 è x = 3.
á) ïîñêîëüêó −1 = log2 0, 5 è 3 = log2 8, íà óêàçàííîì îòðåçêå ëåæèò òîëüêî x = −1.
Îòâåò à) −1; 3 á) −1
Êëîí à) ðåøèòå óðàâíåíèå log5(x

2 − 4x) = 1 á) óêàæèòå åãî êîðíè íà îòðåçêå [log3 0, 1; log3 10]
Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå x2−4x = 5, ðàâíîñèëüíîì èñõîäíîìó. Åãî êîðíÿìè áóäóò x = −1 è x = 5. á) ïîñêîëüêó
−1 = log3

1
3 è 5 = log3 243, íà óêàçàííîì îòðåçêå ëåæèò òîëüêî x = −1.

Îòâåò à) −1; 5 á) −1
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548801) à) Ïóñòü K � ñåðåäèíà ðåáðà AB, Q - òàêàÿ òî÷êà íà MK, ÷òî MQ : QK = 2 : 1. Òîãäà Q - òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABM , ïîñêîëüêó äåëèò åãî ìåäèàíó MK â îòíîøåíèè 2 : 1 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.
Î÷åâèäíî ïðîåêöèåé îòðåçêàMK íà ïëîñêîñòü ABC áóäåò îòðåçîê CK, ïîýòîìó òî÷êà Q ñïðîåöèðóåòñÿ â òàêóþ
òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò CK â îòíîøåíèè 2 : 1 � òî åñòü â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (òî÷êó
O). Ïîñêîëüêó OO1 ⊥ ABC, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q ∈ OO1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) VABMC1 = VABCC1 − VABCM = 1
3SABC · CC1 − 1

3SABC · CM = 1
3 (CC1 − CM)SABC = 1

3 · 5 ·
32
√
3

4 = 15
√
3

4
548808 à) Ïóñòü K � ñåðåäèíà ðåáðà AB, Q - òàêàÿ òî÷êà íà MK, ÷òî MQ : QK = 2 : 1. Òîãäà Q - òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABM , ïîñêîëüêó äåëèò åãî ìåäèàíó MK â îòíîøåíèè 2 : 1 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.
Î÷åâèäíî ïðîåêöèåé îòðåçêàMK íà ïëîñêîñòü ABC áóäåò îòðåçîê CK, ïîýòîìó òî÷êà Q ñïðîåöèðóåòñÿ â òàêóþ
òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò CK â îòíîøåíèè 2 : 1 � òî åñòü â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (òî÷êó
O). Ïîñêîëüêó OO1 ⊥ ABC, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q ∈ OO1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) VABMC1 = VABCC1 − VABCM = 1
3SABC · CC1 − 1

3SABC · CM = 1
3 (CC1 − CM)SABC = 1

3 · 1 ·
12
√
3

4 =
√
3

12
548852 à) Ïóñòü K � ñåðåäèíà ðåáðà AB, Q - òàêàÿ òî÷êà íà MK, ÷òî MQ : QK = 2 : 1. Òîãäà Q - òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABM , ïîñêîëüêó äåëèò åãî ìåäèàíó MK â îòíîøåíèè 2 : 1 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.
Î÷åâèäíî ïðîåêöèåé îòðåçêàMK íà ïëîñêîñòü ABC áóäåò îòðåçîê CK, ïîýòîìó òî÷êà Q ñïðîåöèðóåòñÿ â òàêóþ
òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò CK â îòíîøåíèè 2 : 1 � òî åñòü â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (òî÷êó
O). Ïîñêîëüêó OO1 ⊥ ABC, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q ∈ OO1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
á) Ïóñòü T � ñåðåäèíà A1B1. Ïîñêîëüêó A1B1 ‖ AB, òî A1B1 ‖ ABM è d(A1, ABM) = d(T,ABM). Îïóñòèì èç
T ïåðïåíäèêóëÿð TS íà KM . Äîêàæåì, ÷òî ýòî è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.
Â ñàìîì äåëå TS ⊥ KM ïî ïîñòðîåíèþ. Êðîìå òîãî, TS ⊂ KTC1C, à AB ⊥ KTC1C (ïîñêîëüêó AB ⊥ KC è
AB ⊥ CC1). Ñëåäîâàòåëüíî. AB ïåðïåíäèêóëÿðíî ëþáîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè KTC1C, â ÷àñòíîñòè TS ⊥ AB.
Èòàê, TS ïåðïåíäèêóëÿðíî äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì â ïëîñêîñòè ABM è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðîì ê ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê TKM . Â íåì TK = AA1 = 7 è KM =

√
KC2 + CM2 =

√
AC2 −AK2 + CM2 =√

82 − 42 + 12 = 7, òî åñòü òðåóãîëüíèê TKM � ðàâíîáåäðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî TS = d(T,KM) = d(M,TK) =
d(C, TK) = CK =

√
AC2 −AK2 = 4

√
3.

549114) à) Îáîçíà÷èì çà T ñåðåäèíó ðåáðà AB. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî QT ⊥ AB,QT = 1
2AB, TM = 1

2AC (ïîñëåäíåå

èç ñîâéñòâà ñðåäíåé ëèíèè). Çàìåòèì, ÷òî KN = KC1 +C1N = 1
2A1C1 +

1
2C1C = 1

2AC + 1
2A1A = TM + 1

2QT =

QM , òî åñòü ïðÿìûå KN è QM ïàðàëëåëüíû. Çíà÷èò îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
á) Ïîñòðîèì ýòî ñå÷åíèå. ÏðîäëèìKN äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì AC â òî÷êå P , òîãäà òðåóãîëüíèêèKC1N
è PCN ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó, îòêóäà PC = KC1 = 1

2AC. Òåïåðü ïðîäëèì îòðåçîê PM äî ïåðåñå÷åíèÿ

ñ AB â òî÷êå S. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìîé SMP ïîëó÷èì AS
SB · BMMC · CPPA =

1, îòêóäà AS : SB = 3. Ïðîäëèì òåïåðü SQ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ A1B1 â òî÷êå L. Ýòà òî÷êà ñèììåòðè÷íà S
îòíîñèòåëüíî Q, ïîýòîìó A1L : LB=1 : 3. Ïÿòèóãîëüíèê LKNMS - ñå÷åíèå.
Íàéäåì åãî ïëîùàäü. Ïðîäëèì SL è PK äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Z, ëåæàùåé íà AA1. Òîãäà SLKNMS = SSZP −
SMNP − SLZK .
Çàìåòèì, ÷òî d(S,AC) = 3

4d(B,AC) = 3
2d(M,AC), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî SP : MP = 3 : 2, òî åñòü SM = 1

3SP .
Äàëåå, òðåóãîëüíèêè LA1K è SBM ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, ïîýòîìó LK = 1

3SP . Êðîìå òîãî
LK ‖ SP êàê ïðÿìûå, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèÿ ïðèçìû. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêè
ZKL è ZPS ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 3. Òî åñòü ZK = 1

3ZP , KN = NP ïîòîìó ZK = KN . Àíàëîãè÷íî
ZL = LQ = QS è òðåóãîëüíèêè ZPS è QMS ïîäîáíû ïî òðåì ñòîðîíàì ñ êîýôôèöèåíòîì 3 (â ïóíêòå a óæå
áûëî äîêàçàíî, ÷òî QM = KN . Ïîëó÷àåì òîãäà.
SSZP −SMNP −SLZK = SSZP − 1

9SSZP −
PN
PZ ·

PM
PS SSZP = SSZP (1− 1

9 −
1
3 ·

2
3 ) =

2
3SSZP = 6SQMS . Îñòàëîñü íàéòè

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà QMS. Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî åãî ñòîðîíû.
QM = KN =

√
KC2

1 + C1N2 = 1
2

√
A1C2

1 + C1C2 = 1
2

√
72 = 3

√
2

QS =
√
QT 2 + TS2 = 1

2

√
AA2

1 + TB2 = 1
2

√
24 =

√
6

SM = 1
2TC (êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà TBC), òî åñòü SM = 1

2TC = 1
2 ·
√
32 · 8 = 2

√
3

Îòñþäà âèäíî, ÷òî 18 = QM2 = QS2+SM2 = 6+12, òî åñòü òðåóãîëüíèêMSQ ïðÿìîóãîëüíûé è èìååò ïëîùàäü
1
2 ·
√
6 · 2
√
3 = 3

√
2. Îêîí÷àòåëüíî SLKNMS = 6 · 3

√
2 = 18

√
2.

(íà ñàìîì äåëå îí âñåãäà ïðÿìîóãîëüíûé, ïîñêîëüêó SM ‖ TB, à TB ⊥ A1B1BA, ïîýòîìó TB ( è SM) ïåðïåí-
äèêóëÿðíî QS.)
ÊËÎÍ ñòîðîíà îñíîâàíèÿ 4, áîêîâîå ðåáðî 2

√
7

à) Îáîçíà÷èì çà T ñåðåäèíó ðåáðà AB. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî QT ⊥ AB,QT = 1
2AB, TM = 1

2AC (ïîñëåäíåå èç

ñîâéñòâà ñðåäíåé ëèíèè). Çàìåòèì, ÷òî KN = KC1+C1N = 1
2A1C1+

1
2C1C = 1

2AC+ 1
2A1A = TM+ 1

2QT = QM ,
òî åñòü ïðÿìûå KN è QM ïàðàëëåëüíû. Çíà÷èò îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
á) Ïîñòðîèì ýòî ñå÷åíèå. ÏðîäëèìKN äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì AC â òî÷êå P , òîãäà òðåóãîëüíèêèKC1N
è PCN ðàâíû ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó, îòêóäà PC = KC1 = 1

2AC. Òåïåðü ïðîäëèì îòðåçîê PM äî ïåðåñå÷åíèÿ

ñ AB â òî÷êå S. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìîé SMP ïîëó÷èì AS
SB · BMMC · CPPA =

1, îòêóäà AS : SB = 3. Ïðîäëèì òåïåðü SQ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ A1B1 â òî÷êå L. Ýòà òî÷êà ñèììåòðè÷íà S
îòíîñèòåëüíî Q, ïîýòîìó A1L : LB=1 : 3. Ïÿòèóãîëüíèê LKNMS - ñå÷åíèå.

2



Íàéäåì åãî ïëîùàäü. Ïðîäëèì SL è PK äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Z, ëåæàùåé íà AA1. Òîãäà SLKNMS = SSZP −
SMNP − SLZK .
Çàìåòèì, ÷òî d(S,AC) = 3

4d(B,AC) = 3
2d(M,AC), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî SP : MP = 3 : 2, òî åñòü SM = 1

3SP .
Äàëåå, òðåóãîëüíèêè LA1K è SBM ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, ïîýòîìó LK = 1

3SP . Êðîìå òîãî
LK ‖ SP êàê ïðÿìûå, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèÿ ïðèçìû. Çíà÷èò òðåóãîëüíèêè
ZKL è ZPS ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 3. Òî åñòü ZK = 1

3ZP , KN = NP ïîòîìó ZK = KN . Àíàëîãè÷íî
ZL = LQ = QS è òðåóãîëüíèêè ZPS è QMS ïîäîáíû ïî òðåì ñòîðîíàì ñ êîýôôèöèåíòîì 3 (â ïóíêòå a óæå
áûëî äîêàçàíî, ÷òî QM = KN . Ïîëó÷àåì òîãäà.
SSZP −SMNP −SLZK = SSZP − 1

9SSZP −
PN
PZ ·

PM
PS SSZP = SSZP (1− 1

9 −
1
3 ·

2
3 ) =

2
3SSZP = 6SQMS . Îñòàëîñü íàéòè

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà QMS. Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî åãî ñòîðîíû.
QM = KN =

√
KC2

1 + C1N2 = 1
2

√
A1C2

1 + C1C2 = 1
2

√
44 =

√
11

QS =
√
QT 2 + TS2 = 1

2

√
AA2

1 + TB2 = 1
2

√
32 = 2

√
2

SM = 1
2TC (êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà TBC), òî åñòü SM = 1

2TC = 1
2 ·
√
32 · 4 =

√
3

Îòñþäà âèäíî, ÷òî 11 = QM2 = QS2+SM2 = 3+8, òî åñòü òðåóãîëüíèêMSQ ïðÿìîóãîëüíûé è èìååò ïëîùàäü
1
2 ·
√
3 · 2
√
2 =
√
6. Îêîí÷àòåëüíî SLKNMS = 6 ·

√
6 = 6

√
6.

(íà ñàìîì äåëå îí âñåãäà ïðÿìîóãîëüíûé, ïîñêîëüêó SM ‖ TB, à TB ⊥ A1B1BA, ïîýòîìó TB ( è SM) ïåðïåí-
äèêóëÿðíî QS.)
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548802) Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå
3 · 45x − 3 · 27x − 28 · 15x + 28 · 9x + 9 · 5x − 3x+2 ≤ 0
3 · 45x − 3 · 27x − 28 · 15x + 28 · 9x + 9 · 5x − 9 · 3x ≤ 0
3 · 32x(5x − 3x)− 28 · 3x(5x − 3x) + 9(5x − 3x) ≤ 0
(3 · 32x − 28 · 3x + 9)(5x − 3x) ≤ 0
Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 3t2 − 28t + 9, ïîëó÷èì (3t − 1)(t − 9), ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äàëüøå
(3 · 3x − 1)(3x − 9)(5x − 3x) ≤ 0
(3x − 3−1)(3x − 32)(5x − 3x) ≤ 0
Ïðèìåíèì òåïåðü ðàöèîíàëèçàöèþ, çàìåíèâ êàæäûé ìíîæèòåëü íà ðàöèîíàëüíûé, èìåþùèé ñ íèì îäèíàêîâûå
çíàêè
(x+ 1)(x− 2)x ≤ 0
x ∈ (−∞;−1] ∪ [0; 2]
Îòâåò x ∈ (−∞;−1] ∪ [0; 2]
548853) Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå
27 · 45x − 27x+1 + 12 · 15x − 12 · 9x + 5x − 3x ≤ 0
27 · 45x − 27 · 27x + 12 · 15x − 12 · 9x + 5x − 3x ≤ 0
27 · 32x(5x − 3x) + 12 · 3x(5x − 3x) + (5x − 3x) ≤ 0
(27 · 32x + 12 · 3x + 1)(5x − 3x) ≤ 0
Ïåðâûé ìíîæèòåëü âñåãäà ïîëîæèòåëåí è íà çíàê íå âëèÿåò (âîçìîæíî òàì íàäî -12 ñäåëàòü, ïîìåíÿâ óñëîâèå?)
5x − 3x ≤ 0
5x ≤ 3x

x ≤ 0
îòâåò x ≤ 0
548809) Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå
2 · 20x − 17 · 10x − 2 · 8x + 8 · 5x + 17 · 4x − 2x+3 ≤ 0
2 · 20x − 2 · 8x − 17 · 10x + 17 · 4x + 8 · 5x − 8 · 2x ≤ 0
2 · 4x(5x − 2x)− 17 · 2x(5x − 2x) + 8(5x − 2x) ≤ 0
(2 · 4x − 17 · 2x + 8)(5x − 2x) ≤ 0
Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2t2 − 17t + 8, ïîëó÷èì (2t − 1)(t − 8), ïîýòîìó íåðàâåíñòâî
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äàëüøå
(2 · 2x − 1)(2x − 8)(5x − 2x) ≤ 0
(2x − 2−1)(2x − 23)(5x − 2x) ≤ 0
Ïðèìåíèì òåïåðü ðàöèîíàëèçàöèþ, çàìåíèâ êàæäûé ìíîæèòåëü íà ðàöèîíàëüíûé, èìåþùèé ñ íèì îäèíàêîâûå
çíàêè
(x+ 1)(x− 3)x ≤ 0
x ∈ (−∞;−1] ∪ [0; 3]
Îòâåò x ∈ (−∞;−1] ∪ [0; 3]
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548810) à) Îáîçíà÷èì âûñîòó òðàïåöèè çà 2h, òîãäà d(M,AD) = d(M,BC) = h. Ñëåäîâàòåëüíî
SABM = SABCD −SBCM −SADM = AD+BC

2 · 2h− 1
2BC · h−

1
2AD · h = 1

2 (AD+BC)h = 1
2 ·

AD+BC
2 · 2h = 1

2SABCD
á) Ïðîäëèì áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå E. Ïîñêîëüêó BC = 1

2AD, îòðåçîê BC áóäåò
ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà AED. Äàëåå, SAKD = 2SBKC , îòêóäà

1
2AD ·d(K,AD) = 2 · 12BC ·d(K,BC), îòêóäà,

ó÷èòûâàÿ AD = 2BC ñëåäóåò, ÷òî d(K,AD) = d(K,BC), òî åñòü òî÷êà K ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.
Çíà÷èò K � ñåðåäèíà CD
Â òàêîì ñëó÷àå d(K,AB) : d(D,AB) = KE : DE (èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ DH1E è KH2E,

ãäå DH1 è KH2 � ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB). Ñëåäîâàòåëüíî, d(K,AB) = 15 · KEDE = 15 · KC+CE
2CD = 15 ·

1
2CD+CD

2CD =
15 · 34 = 11 1

4
548803) à) Îáîçíà÷èì âûñîòó òðàïåöèè çà 2h, òîãäà d(M,AD) = d(M,BC) = h. Ñëåäîâàòåëüíî
SABM = SABCD −SBCM −SADM = AD+BC

2 · 2h− 1
2BC · h−

1
2AD · h = 1

2 (AD+BC)h = 1
2 ·

AD+BC
2 · 2h = 1

2SABCD
á) Ïðîäëèì áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå E. Ïîñêîëüêó BC = 1

2AD, îòðåçîê BC áóäåò
ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà AED. Äàëåå, SAKD = 2SBKC , îòêóäà

1
2AD ·d(K,AD) = 2 · 12BC ·d(K,BC), îòêóäà,

ó÷èòûâàÿ AD = 2BC ñëåäóåò, ÷òî d(K,AD) = d(K,BC), òî åñòü òî÷êà K ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.
Çíà÷èò K � ñåðåäèíà CD
Â òàêîì ñëó÷àå d(K,AB) : d(D,AB) = KE : DE (èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ DH1E è KH2E,

ãäå DH1 è KH2 � ïåðïåíäèêóëÿðû ê AB). Ñëåäîâàòåëüíî, d(K,AB) = 10 · KEDE = 10 · KC+CE
2CD = 10 ·

1
2CD+CD

2CD =
10 · 34 = 7 1

2
549116) à) Çàìåòèì, ÷òî ∠BDA = 90◦, ïîñêîëüêó ýòîò óãîë îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð AB. Òî åñòü BD � âûñîòà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ñâîéñòâó âûñîòû ïîëó÷àåì, ÷òî BD =

√
CD ·AD, òî åñòü BD2 =

CD ·AD. êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèêè EOB è DOA ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, çíà÷èò EB = AD,
îòêóäà BD2 = CD ·AD = CD ·BE.
á) SFBE = SOBF + SOBE = 1

2OB ·BF + SAOD = 1
2OB ·BF + 1

2SABD = 1
2OB ·BF + 1

4AD ·BD. Òåïåðü îñòàåòñÿ
âû÷èñëèòü äëèíû âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ.

BD = 2SABC

AC = 6·3
√
2√

36+18
= 2
√
3

AD =
√
AB2 −BD2 =

√
36− 12 = 2

√
6

CD = AC −AD =
√
AB2 +BC2 − 2

√
6 =
√
54− 2

√
6 =
√
6

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìîé ODF . Ïîëó÷èì BO
OA ·

AD
DC ·

CF
FB = 1, îòêóäà BF =

2CF , òî åñòü C � ñåðåäèíà BF è BF = 6
√
2.

Íàêîíåö, 1
2OB ·BF + 1

4AD ·BD = 1
2 · 3 · 6

√
2 + 1

4 · 2
√
6 · 2
√
3 = 12

√
2

ÊËÎÍ AB = 10, BC = 5
à) Çàìåòèì, ÷òî ∠BDA = 90◦, ïîñêîëüêó ýòîò óãîë îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð AB. Òî åñòü BD � âûñîòà ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ñâîéñòâó âûñîòû ïîëó÷àåì, ÷òî BD =

√
CD ·AD, òî åñòü BD2 = CD · AD.

êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèêè EOB è DOA ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, çíà÷èò EB = AD, îòêóäà
BD2 = CD ·AD = CD ·BE.
á) SFBE = SOBF + SOBE = 1

2OB ·BF + SAOD = 1
2OB ·BF + 1

2SABD = 1
2OB ·BF + 1

4AD ·BD. Òåïåðü îñòàåòñÿ
âû÷èñëèòü äëèíû âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ.
BD = 2SABC

AC = 10·5√
100+25

= 2
√
5

AD =
√
AB2 −BD2 =

√
100− 20 = 4

√
5

CD = AC −AD =
√
AB2 +BC2 − 4

√
5 =
√
125− 4

√
5 =
√
5

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìîé ODF . Ïîëó÷èì BO
OA ·

AD
DC ·

CF
FB = 1, îòêóäà BF =

4CF , çíà÷èò 5 = BC = 3
4BF è BF = 20

3

Íàêîíåö, 1
2OB ·BF + 1

4AD ·BD = 1
2 · 5 ·

20
3 + 1

4 · 4
√
5 · 2
√
5 = 80

3
548817) ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ 549116, êðîìå òîãî, ÷òî íå äàí äèàìåòð êðóãà. Î÷åâèäíî áåç ýòîãî äàííîãî çàäà÷à
íå ðåøàåòñÿ, ïîñêîëüêó SFBE ≥ SBOC = 1

2BO ·BC è ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì âûáîðîì î÷åíü
áîëüøîãî BO � ðàäèóñà îêðóæíîñòè.
548854) à) Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî N � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü ∠CAB = α. Òðå-
óãîëüíèê ANC - ðàâíîáåäðåííûé ,ïîýòîìó ∠ACN = α è ∠LCN = ∠ACN−∠ACL = α−45◦. Òðåóãîëüíèê CLN
òàêæå ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ∠CLN = α− 45◦. Òåïåðü âû÷èñëèì ∠LMB êàê âíåøíèé óãîë â òðåóãîëüíèêå
LMC:
∠LMB = ∠LCM + ∠CLM = 45◦ + α− 45◦ = α = ∠CAB, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
á) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê CMN . Â íåì CN = AN = 1

2AB = 10, CM = 3
√
5, ∠CMN = 180◦−∠NMB = 180◦−

α, ∠NCM = ∠LCM−∠LCN = 45◦− (α−45◦) = 90◦−α, ïîýòîìó ∠CNM = 180◦−∠NCM−∠CMN = 2α−90◦.
Íàïèøåì òåïåðü òåîðåìó ñèíóñîâ.

10
sin(180◦−α) =

3
√
5

sin(2α−90◦)
10

sinα = 3
√
5

− cos 2α
10

sinα = 3
√
5

2 sin2 α−1
Îáîçíà÷èì sinα = t, òîãäà
10(2t2 − 1) = 3

√
5t

5



20t2 − 3
√
5t− 10 = 0

t = 3
√
5±
√
845

40

Î÷åâèäíî sinα > 0, ïîýòîìó sinα = 3
√
5+
√
845

40 = 3
√
5+
√
845

40 = 3
√
5+13

√
5

40 = 2√
5
.Â òàêîì ñëó÷àå cosα =

√
1− 4

5 = 1√
5

è SABC = 1
2AC ·BC = 1

2AB sinα ·AB cosα = 1
2 · 20

2 · 25 = 80.
548495 Ó ýòîé çàäà÷è ÷òî-òî íå òàê â óñëîâèè, íàðèñîâàòü êàðòèíêó íå óäàåòñÿ.
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548435 Â çàäà÷å î÷åâèäíî ïåðåïóòàíû ÷èñëà. Åñëè â èþëå 2029 ãîäà äîëã áóäåò ñîñòàâëÿòü 5 ìèëëèîíîâ, òî
âûïëàòèòü åãî äâóìÿ ïëàòåæàìè ïî 338 òûñÿ÷ íåëüçÿ áóäåò äàæå áåç ó÷åòà íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ.
548489 Îáîçíà÷èì çà p âåëè÷èíó 1 + 0, 01r - ýòî ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé áàíê êàæäûé ãîä óìíîæàåò ðàçìåð
äîëãà. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ãîäà äîëã áóäåò ðàâåí 300000p − 260000, ïîñëå íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ îí ñòàíåò
(300000p− 260000)p è ýòî ðàâíî âòîðîìó ïëàòåæó. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(300000p− 260000)p = 169000 300p2− 260p− 169 = 0 p = 260±
√
2602+1200·169

600 = 260±10
√
262+12·169
600 = 26±

√
262+12·169
60 =

26±13
√
22+12

60 = 26±13·4
60 = 78

60 = 1, 3 (âòîðîé êîðåíü ìû îòáðàñûâàåì, ïîñêîëüêó îí îòðèöàòåëüíûé). Èòàê, 1 +
0, 01r = 1, 3, îòêóäà r = 30.
548804 Ïóñòü â áàíê áûë ïîëîæåíî x ìèëëèîíîâ ðóáëåé. Ïîñëå äâóõ ëåò ñóììà âêëàäà ñîñòàâèò 1, 1·1, 1x = 1, 21x
è ìû äîáàâèì åùå 3 ìèëëèîíà. Çàòåì áàíê íà÷èñëèò ïðîöåíòû è ñóììà âêëàäà ñòàíåò 1, 1(1, 21x+3) = 1, 331x+
3, 3, à ìû äîáàâèì åùå 3 ìèëëèîíà. Íàêîíåö, ïîñëå íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ çà ÷åòâåðòûé ãîä ñóììà âêëàäà ñòàíåò
1, 1(1, 331x + 6, 3) = 1, 4641x + 6, 93, ÷òî ïðåâîñõîäèò ïîëîæåííóþ íàìè ñóììó x + 3 + 3 íà 0, 4641x + 0, 93. Ïî
óñëîâèþ 0, 4641x+ 0, 93 > 5, îòêóäà x > 4,07

0,4641 = 40700
4641 = 8, 7 . . .. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå öåëîå x ýòî 9

548811 Ïóñòü â áàíê áûë ïîëîæåíî x ìèëëèîíîâ ðóáëåé. Ïîñëå äâóõ ëåò ñóììà âêëàäà ñîñòàâèò 1, 1·1, 1x = 1, 21x
è ìû äîáàâèì åùå 5 ìèëëèîíîâ. Çàòåì áàíê íà÷èñëèò ïðîöåíòû è ñóììà âêëàäà ñòàíåò 1, 1(1, 21x+5) = 1, 331x+
5, 5, à ìû äîáàâèì åùå 5 ìèëëèîíîâ. Íàêîíåö, ïîñëå íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ çà ÷åòâåðòûé ãîä ñóììà âêëàäà ñòàíåò
1, 1(1, 331x+ 10, 5) = 1, 4641x+ 11, 55, ÷òî ïðåâîñõîäèò ïîëîæåííóþ íàìè ñóììó x+ 5+ 5 íà 0, 4641x+ 1, 55. Ïî
óñëîâèþ 0, 4641x+ 1, 55 > 10, îòêóäà x > 8,45

0,4641 = 84500
4641 = 18, 2 . . .. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå öåëîå x ýòî 19

548818 Êîãäà áàíê íà÷èñëèò ïðîöåíòû íà ñóììû S; 0, 8S; 0, 4S, ïîëó÷àåòñÿ ðàçìåð äîëãà ñîîòâåòñòâåííî
1, 2S; 1, 2 ·0, 8S = 0, 96S; 1, 2 ·0, 4S = 0, 48S. Çíà÷èò ðàçìåðû âûïëàò ñîñòàâÿò 1, 2S−0, 8S = 0, 4S; 0, 96S−0, 4S =
0, 56S; 0, 48S − 0 = 0, 48S. Íàèáîëüøàÿ èç íèõ - âòîðàÿ âûïëàòà, îíà äîëæíà áûòü íå áîëüøå 840 òûñÿ÷ è åñëè
ýòî áóäåò òàê, òî îñòàëüíûå âûïëàòû òîæå áóäóò íå áîëüøå 840 òûñÿ÷.
Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 0, 56S ≤ 840, S ≤ 840

0,56 = 1500. Çíà÷èò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êðåäèòà ñîñòàâèò 1500 òûñ.
ðóáëåé.
547119 ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ 548818. Â íèõ äàæå îïå÷àòêè îäèíàêîâûå - 2019 ãîä âìåñòî 2029.
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539884 ýòà çàäà÷à óæå åñòü ñ ðåøåíèåì íà ñàéòå ïîä íîìåðîì 521403
548436 Î÷åâèäíî ÷òî ïðè ëþáîì a ïàðà x = y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû.
548856 Ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå â âèäå x2 − 2x+ 1+ y2 − 2y + 1 = 2, òî åñòü (x− 1)2 + (y − 1)2 = 2. Çíà÷èò
îíî çàäàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñà

√
2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1; 1).

Ïåðåïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå â âèäå x2−2(1+a)x+(1+a)2+y2−2(1−a)y+(1−a)2 = −2a2+(1+a)2+(1−a)2,
òî åñòü (x− a− 1)2+(y+ a− 1)2 = 2. Çíà÷èò îíî çàäàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñà

√
2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (a+1; 1− a).

×òîáû äâå îêðóæíîñòè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ïåðåñåêàëèñü ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè
äîëæíî áûòü ìåíüøå, ÷åì óäâîåííûé ðàäèóñ è öåíòðû íå äîëæíû ñîâïàäàòü. Ñîâïàäàþò îíè ïðè a = 0 - ýòîò
ñëó÷àé ìû çàïðåòèì. Îñòàëîñü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû√
(a+ 1− 1)2 + (1− a− 1)2 < 2

√
2√

2a2 < 2
√
2√

a2 < 2
|a| < 2
Îêîí÷àòåëüíî, a ∈ (−2; 0) ∪ (0; 2)
549118 Ðàçáåðåì ñðàçó ñëó÷àé, êîãäà cosα = 0. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 2x2 sinα = 0 è áóäåò èìåòü ëèøü
îäèí êîðåíü.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîäåëèòü óðàâíåíèå íà cosα è ñäåëàòü çàìåíó t = x2. Ïîëó÷èì
t2 + 2t tgα+ 1 = 0
Êàæäîìó åãî ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ t ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ x, à êàæäîìó îòðèöàòåëüíîìó
-íè îäíîãî. Êîðíÿ t = 0 ó íåãî âîîáùå áûòü íå ìîæåò.
Çíà÷èò äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî ðîâíî äâà ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿ x, íóæíî, ÷òîáû ó ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
áûë ðîâíî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. ßñíî, ÷òî åñëè ó íåãî äâà êîðíÿ, òî îíè îäíîãî çíàêà (ïî òåîðåìå Âèåòà
èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1), ïîýòîìó íàñ óñòðîèò òîëüêî ñèòóàöèÿ, êîãäà ó íåãî âñåãî îäèí êîðåíü, òî åñòü êîãäà
åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ.
4tg2α − 4 = 0, tgα = ±1. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ x2 − 2x + 1 = 0 è x2 + 2x + 1 = 0. Ó âòîðîãî åäèíñòâåííûé
êîðåíü îòðèöàòåëüíûé, îíî íàì íå ïîäîéäåò.
Èòàê, åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé ñëó÷àé ýòî tgα = −1, òî åñòü α = −π4 + πk, k ∈ Z.
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548486
à) Äà. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïî êðóãó ñòîÿëè ìàëü÷èê ñ 36 êîíôåòàìè, äåâî÷êà ñ 12, ìàëü÷èê ñ 36, äåâî÷êà ñ 16. Îíè
îòäàëè 12, 3, 9 è 4 êîíôåòû ñîîòâåòñòâåííî è òåïåðü ó íèõ ñòàëî 28, 21, 30, 21 êîíôåò.
á) Äà. Ïóñòü, íàïðèìåð, ó íèõ áûëî 108, 108, 108, 12, 108, 108, 24 êîíôåòû (ìàëü÷èêè èìåëè ïî 108), à ïåðåäàëè
îíè ïî 27, 27, 36, 3, 36, 27, 6 êîíôåò.Òîãäà ó íèõ ñòàíåò 87, 108, 99, 45, 84, 117, 45 êîíôåò - ó îáåèõ äåâî÷åê ïî 45, à
ó ìàëü÷èêîâ íå ïîðîâíó.
â) Äîïóñòèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Òîãäà åñòü ìèíèìóì ïÿòü ìàëü÷èêîâ, îòäàâøèõ ïîðîâíó êîíôåò. Ïîñìîòðèì
íà òåõ, êîìó îíè îòäàâàëè êîíôåòû - ìèíèìóì òðîå èç íèõ îäíîãî ïîëà. Èç ýòèõ òðîèõ ìèíèìóì äâîå îòäàþò
îäèíàêîâóþ ÷àñòü ñâîèõ êîíôåò.
Åñëè ýòè äâîå - ìàëü÷èêè, òî îíè ïîðîâíó ïîëó÷èëè è ïîðîâíó îòäàëè (ðàâíûå ÷àñòè îò ðàâíûõ êîëè÷åñòâ),
ïîýòîìó ó íèõ îñòàëîñü ïîðîâíó.
Åñëè æå ýòî äåâî÷êè, òî îíè èìåëè íå ïîðîâíó êîíôåò, îñòàâèëè ñåáå îäèíàêîâûå ÷àñòè ( 34 èëè 2

3 ) îò íåðàâíûõ
êîëè÷åñòâ - òî åñòü íå ïîðîâíó, à ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Çíà÷èò ñåé÷àñ ó íèõ íå ïîðîâíó.
Îòâåò äà, äà, íåò.
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à) Íàïðèìåð ìîæíî âçÿòü x2 + 5x+ 2
á) Åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî m2− 4n = 54, îòêóäà m2 = 54+4n. Åñëè m ÷åòíî,
òî m2 êðàòíî 4, à 54 + 4n íå êðàòíî 4. Åñëè æå m íå÷åòíî, òî m2 òîæå íå÷åòíî, à 54 + 4n ÷åòíî.
â) åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí (3m + n)2 − 4(3n +m) = (3m + n)2 − 12n − 4m = (3m + n)2 − 12(3m + n) + 32m =
(3m+ n)2 − 12(3m+ n) + 36 + 32m− 36 = (3m+ n− 6)2 + 32m− 36.
Âîçüìåì m = 1. Òîãäà ïîëó÷èì (n− 3)2 + 32− 36 = (n− 3)2 − 4 = n2 − 6n+ 5 = (n− 1)(n− 5). Ïðè n ∈ [1; 5] ýòî
âûðàæåíèå íåïîëîæèòåëüíî, à ïðè n ≥ 6 îíî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n, ïîýòîìó îïòèìàëüíûé âàðèàíò áóäåò ïðè
n = 6. Äèñêðèìèíàíò â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí 5. Òðåõ÷ëåí ïîëó÷èòñÿ òàêèì � x2 + 9x+ 19
Åñëè âçÿòü m ≥ 2, òî ýòî âûðàæåíèå áóäåò íå ìåíüøå 02 + 32 · 2− 36 = 28.
ÊËÎÍ áûâàåò ëè 33, áûâàåò ëè 26, íàèìåíüøèé äëÿ x2 + (5m+ n)x+ (8n+m)
à) Íàïðèìåð ìîæíî âçÿòü x2 + 7x+ 4
á) Åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî m2− 4n = 26, îòêóäà m2 = 26+4n. Åñëè m ÷åòíî,
òî m2 êðàòíî 4, à 26 + 4n íå êðàòíî 4. Åñëè æå m íå÷åòíî, òî m2 òîæå íå÷åòíî, à 26 + 4n ÷åòíî.
â) åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí (5m + n)2 − 4(8n +m) = (5m + n)2 − 32n − 4m = (5m + n)2 − 32(5m + n) + 156m =
(5m+ n)2 − 32(5m+ n) + 256 + 156m− 256 = (5m+ n− 16)2 + 156m− 256
Âîçüìåì m = 1. Òîãäà ïîëó÷èì (n − 11)2 + 156 − 256 = (n − 11)2 − 100 = (n − 1)(n − 21). Ïðè n ∈ [1; 21] ýòî
âûðàæåíèå íåïîëîæèòåëüíî, à ïðè n ≥ 22 îíî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n, ïîýòîìó îïòèìàëüíûé âàðèàíò áóäåò ïðè
n = 22. Äèñêðèìèíàíò â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí 21. Òðåõ÷ëåí ïîëó÷èòñÿ òàêèì � x2 + 27x+ 177
Åñëè âçÿòü m ≥ 2, òî ýòî âûðàæåíèå áóäåò íå ìåíüøå 02 + 156 · 2− 256 = 56.
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